
Олiмпiада з математики. Розв’язки

1 7 клас.
7.1 Шестеро дiтей – Анастасiя, Богдан, Василь, Дарина, Євген та Оксана сидiла в цьому порядку
на лавцi. Анастасiя та Богдан записали кожний на своєму папiрцi деяке натуральне число. Василь
подивився на їхнi числа i записав на своєму папiрцi суму чисел Богдана та Анастасiї. Пiсля цього
Дарина записала на своєму папiрцi суму чисел Василя та Богдана. Євген написав суму чисел
Дарини та Василя. I нарештi Оксана записує на своєму папiрцi суму чисел Євгена та Дарини.
Чому дорiвнює сума чисел, що записанi на усiх шести папiрцях, якщо Євген написав на своєму
число 19? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 76. Послiдовно випишемо тi числа, якi записали на своїх папiрцях дiти. Нехай
Анастасiя написала a, а Богдан написав число b, тодi далi були записанi такi числа: Василь
записав a+ b, Дарина – число a+ 2b, Євген записав 2a+ 3b та Оксана – число 3a+ 5b. Сума усiх
записаних чисел дорiвнює 8a+ 12b = 4(2a+ 3b) = 4 ∗ 19 = 76

7.2 Андрiй, Богдан та Володя говорять про деякi властивостi двоцифрового натурального числа.
Кожен з них висловлює два твердження, але, будучи дещо слабким у математицi, у кожного одне
iстинне та одне хибне твердження.

Андрiй каже: «n – парне», «n кратне 3».
Богдан додає: «n кратне 3», «остання цифра числа n дорiвнює 5».
Володя говорить: «n кратне 5», «сума його цифр дорiвнює 12».

Скiльки рiзних значень може приймати n? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь та переконайтесь, що
всi знайденi значення задовiльняють умову задачi.

Вiдповiдь: 3. Якщо n кратне 3, то в Андрiя та Богдана є по одному правильному твердженню.
Таким чином n є непарним числом з останньою цифрою, що не дорiвнює 5. З цих двох тверджень
випливає, що n не може бути кратним 5, а тому має суму цифр 12. З чисел, що має суму цифр
12, маємо такi: 39, 48, 57, 66, 75, 84 та 93. З них умову задовольняють такi: 39, 57 та 93. Якщо n
не кратне 3, то воно має бути парним з останньою цифрою 5 – суперечнiсть.

7.3 Художник Юрчик хоче провести на площинi
а) чотири прямi таким чином, щоб загальна кiлькiсть їх точок перетину дорiвнювала п’яти;
б) п’ять прямих таким чином, щоб загальна кiлькiсть їх точок перетину дорiвнювала чоти-

рьом.
Чи вдасться Юрчику здiйснити свою мрiю? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: Так. Приклади показаний на рис. 2 (а) та рис. 3 (б).

Рис. 2
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Рис. 3

7.4 Вiд простого двоцифрового числа вiдняли число, записане тими ж самими цифрами, але у
зворотному порядку, i отримали квадрат натурального числа. Обидва числа (початкове i "пере-
вернуте") є простими. Яким могло бути початкове число?

Вiдповiдь: 73. Нехай початкове число N = 10a + b, а перевернуте M = 10b + a. Оскiльки вiд
N вiднiмали M i отримали невiд’ємний квадрат, маємо a > b i

N −M = (10a+ b)− (10b+ a) = 9(a− b) = k2.

Тодi a − b теж має бути квадратом, оскiльки 9 = 32. З урахуванням 1 ≤ a − b ≤ 9 маємо
(a− b) ∈ {1, 4, 9}.

• a− b = 9 ⇒ (a, b) = (9, 0), але 90 не є простим i 10b+ a не двоцифрове — неможливо.

• a − b = 4: можливi (a, b) = (5, 1), (6, 2), (7, 3), (8, 4), (9, 5). Серед них лише (7, 3) дає два
простих числа: 73 i 37. Тодi N −M = 73− 37 = 36 = 62.

• a − b = 1: перевiрка пар (2, 1), (3, 2), . . . , (9, 8) показує, що принаймнi одне з чисел 10a + b
або 10b+ a не є простим (парне або кратне 3) - випадкiв немає.

Отже єдиний можливий варiант - a = 7, b = 3, тобто початкове число N = 73. Дiйсно, 73 i 37
- простi, а 73− 37 = 36 = 62.

7.5 Чи можна розрiзати прямокутник розмiром 50 × 100 на "домiно"й "бантики"(див. рисунок
1) так, щоб домiно i бантикiв було порiвну? (Фiгурки можна повертати.) Обгрунтуйте Вашу
вiдповiдь.

Рис. 1

Вiдповiдь: Нi. Домiно займає 2 клiтинки, коли ж бантик 6. Отже, якщо їх має бути порiвну
(нехай ми маємо x домiно та x бантикiв), то сумарно вони покривають 8x клiтинок. Всього в нас
5000 клiтинок (50 на 100), отже кожного виду фiгурок x = 5000

8 = 625. Розфарбуємо прямокутник
у шахову дошку (чергування бiлої та чорної клiтинки; вийде, що їх однакова кiлькiсть, адже 5000
клiтинок загалом). Тодi домiно забирає одну бiлу i одну чорну клiтинку, коли ж бантик або 4
бiлих та 2 чорнi, або 4 чорнi та 2 бiлi. Оскiльки чорних та бiлих клiтинок однакова кiлькiсть
загалом, це означає, що на один бантик, який покриває 4 бiлих та 2 чорнi клiтинки, має бути
один iнший з 4 чорними та 2 бiлими. Отже, їх має бути парна кiлькiсть, а ми порахували, що їх
має бути 625. Суперечнiсть.
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