
Вiдкрита олiмпiада з математики. Розв’язки

1 5 клас.
5.1 Олексiй задумав число. Додав до нього число, що бiльше за загадане на два, а потiм вiдняв
вiд цiєї суми число, що менше за загадане число на 1. В Олексiя вийшло 2027. Яке число загадав
Олексiй? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 2024. Нехай Олексiй задумав число x. Тодi пiсля першої операцiї вiн отримає число
x+ (x+ 2), а пiсля другої - x+ (x+ 2)− (x− 1) = x+ 3. Отже, x+ 3 = 2027, а тому x = 2024.

5.2 Прямокутники ABCD та KLMN зi сторонами AB = 3, BC = 5, MN = 4 та ML = 6 розташо-
ванi, як це показано на малюнку. Вiдомо, що площа сiрої частини прямокутника ABCD дорiвнює
10. Визначте, чому дорiвнює площа чорної частини прямокутника KLMN . Обгрунтуйте Вашу
вiдповiдь.

Вiдповiдь: 19. Площа чотирикутника ABCD дорiвнює AB ∗ BC = 15. Площа бiлого прямо-
кутника (PALQ) є рiзницею площ ABCD та сiрої частини ABCD, а тому дорiвнює 15− 10 = 5.
Чорна частина прямокутника є рiзницею площ чотирикутника MNLK (чия площа MN ∗ML =
4 ∗ 6 = 24) та PALQ (з попереднiх мiркувань - 5), отже площа зафарбваної чорної частинки
дорiвнює 24− 5 = 19.

5.3 Степан виписав 50 послiдовних натуральних чисел. Вiн помiтив, що було виписано 136 цифр.
Якi числа мiг виписати Степан? Знайдiть всi варiанти i пояснiть, чому iнших не iснує.

Вiдповiдь: один варiант - вiд 86 до 135. Зауважимо, що якби Степан виписав тiльки трьо-
хцифровi або бiльшi числа, то кiлькiсть цифр була би мiнiмум 50 ∗ 3 = 150, що вже бiльше за
кiлькiсть виписаних цифр. Водночас якби Степан виписав тiльки двоцифровi, то кiлькiсть цифр
була би недостатньою - 50 ∗ 2 = 100. Отже, Степан виписав i двоцифровi, i трьохцифровi числа.
Нехай було x двоцифрових та вiдповiдно 50 − x трьохцифрових. Тодi 2x + 3 ∗ (50 − x) = 136, а
тому x = 150− 136 = 14. Отже, було виписано рiвно 14 двоцифрових чисел, звiдси послiдовнiсть
має починатись з 86.

5.4 Ярослав та Мирося грають в гру на шаховому полi 8x8. В лiвому нижньому кутку стоїть тура.
За один хiд дозволяється порухати туру на довiльку кiлькiсть клiтинок або вправо, або вверх.
Двоє ходять по черзi (Ярослав перший). Виграє той, хто поставить клiтинку в верхнiй правий
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куток. У кого є стратегiя гри, що не порушує правил, та яка гарантує перемогу незалежно вiд
ходiв iншого гравця? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: виграшна стратегiя є в Миросi. Запропонуємо наступну стратегiю для Миросi:
коли Ярослав ходить на x клiтинок вгору (праворуч), то Мирося ходить на таку ж кiлькiсть x
клiтинок праворуч (вгору) (зауважте, замiну напрямку). Таким чином пiсля ходу Миросi тура
завжди опинятиметься на головнiй дiагоналi (де i розтошанова права верхня клiтинка). Мирося
завжди зможе зробити такий хiд, бо Ярослав розпочинає з клiтинки, що розташована на головнiй
дiагоналi, i якщо вiн зможе походити на x клiтинок вгору (вправо), то для Миросi буде мiсце для
того, щоб зробити таких же симетричний хiд вправо (вгору).

5.5 Данило та Женя мають два однакових набори по 36 кубикiв. Данило розклав свої кубики на 7
купок i стверджує, що в кожнiй купцi всi кубики однаковi. Женя розклала свої кубики на 5 купок
i вона стверджує, що в кожнiй купцi всi кубики рiзнi. Доведiть, що хтось з них помиляється.

Доведення: Припустимо, що Данило та Женя правi у своїх твердженнях. Тодi, справедливим
є наступне твердження - знайдуться 6 кубикiв, що є однаковими мiж собою. Припустимо, що
це не так i максимум 5 кубикiв є одночасно однаковими мiж собою, тодi у кожнiй купцi Данила
максимум 5 кубикiв, що суперечить умовi, бо в нього вийшло 7 купок, а отже максимум 5∗7 = 35
кубикiв, що є менше за 36. Отже, такi 6 кубикiв знайдуться. Однак, це суперечить тому, що
стверджує Женя - якщо iснує 6 кубикiв, що є однаковi мiж собою i є 5 купок, у якусь з купок,
за приницпом Дiрiхле, потрапить 2 кубики з цiєї групки однакових кубикiв, отже її твердження
неiстинне. Ця суперечнiсть завершує доведення.

6.1 У компанiї з трьох осiб один - лицар, тобто завжди говорить правду; один - брехун, тобто
завжди бреше; i один - дипломат, тобто говорить правду або бреше на свiй розсуд. Щоб дiзнатись,
хто з них є ким, кожного запитали, ким вiн є. Перший вiдповiв, що вiн лицар; другий - що вiн
брехун; а третiй - що вiн або лицар або брехун. Хто з них є ким? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: Перший - брехун, другий - дипломат, третiй - лицар. Зауважимо, що брехун не
може бути другим (iнакше твердження "я брехун" було би iстинним) та не може бути третiм
(iнакше твердження "я брехун або я лицар" було би iстинним), отже перший - брехун. Тодi,
другий не може бути лицарим (iнакше твердження "я брехун" було би неiстинним), отже третiй
- лицар. У такому разi, другий - дипломат i вiн збрехав.

6.2 Задача 5.2.

Вiдповiдь: 127.

6.3 Знайдiть найбiльше натуральне число, що при дiленнi з остачею на 2024 має неповну частку,
яка менша за остачу. Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 2024*2022 + 2023 = 4094551. Зауважимо, що чим бiльше значення неповної частки,
тим бiльше саме число, тож наша цiль максимiзувати неповну частку. Нехай вона дорiвнює x, а
остача y. Тодi, за умовою y > x (неповна частка менша за остачу) або ж y ≥ x+ 1. У свою чергу
максимальне значення остачi при дiленнi на 2024 - 2023, тож y ≤ 2023, а тому x ≤ 2022. Наше
число - 2024 ∗ x+ y ≤ 2024 ∗ 2022 + 2023 = 4094551.

6.4 Задача 5.4.

6.5 Василь задумав число, в записi якого немає нулiв. Потiм вiн якимось чином переставив цифри
в записi числа та додав його до початкового. В результатi вийшло число, що складається лише з
одиниць. Чи не помилився Василь? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: Василь помилився. Припустимо, що Василь не помилився. Нехай a1a2 . . . an - за-
думане число, а b1b2 . . . bn те число, що вийшло в результатi перестановки. Тодi отримане число
11 . . . 1 = a1a2 . . . an + b1b2 . . . bn. Розглянемо останню одиничку - вона утворилась з додавання an
та bn. Оскiльки за умовою жодна з цифр не є нулем, це можливо тiльки тодi, коли an + bn = 11
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(не може бути 1, бо тодi одна з цифр повинна бути 0; не може бути 21, бо максимум це 9+9 = 18).
У такому разi, вони додали одиничку до наступної суми - an−1 + bn−1, а тому вона дорiвнює 10
(20 неможливо досягнути). Ця сума, у свою чергу, додала одиничку до наступної, а тому вона
теж 10 (an−2 + bn−2 = 10) i так для всiх наступних сум включно до a1 + b1 = 10. Отже, ми маємо
рiвностi, що ai+bi = 10 для всiх i окрiм n та an+bn = 11. Зауважимо, що з ai+bi = 10 виходить,
що ai та bi однакової парностi для кожного i, а от з an + bn = 11 виходить, що an та bn рiзної
парностi. Отже, кiлькiсть парних та непарних цифр у a1a2 . . . an та b1b2 . . . bn вiдрiзняється, що
неможливо, бо b1b2 . . . bn утворене переставлянням цифр a1a2 . . . an.

7.1 На дошцi записано два дроби. Коли чисельник першого дробу помножили на 7, а знамен-
ник другого - на 3, сума цих дробiв не змiнилась. Чому дорiвнює вiдношення другого дробу до
першого? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 9. Нехай два заданi дроби - a
b та c

d . За умовою a
b+

c
d = 7a

b + c
3d . Отже, 6a

b = c
d−

c
3d = 2c

3d .
Тому, 6∗3

2
a
b = c

d . Вiдповiдно c
d до a

b дорiвнює 9.

7.2 Задача 6.3.

7.3 В 11-А класi 20 учнiв. На уроцi математики, коли Оксана Богданiвна вiдвернулась до дошки,
кожен дав потиличника не менше, нiж 10 iншим учням. Доведiть, що є двоє учнiв, якi дали
потиличника один одному.

Доведення: Припустимо, що це не так. Тодi у кожнiй парi учнiв було завдано не бiльше одного
потиличника. Оскiльки, у класi 20 учнiв, то усього пар учнiв - 20∗19

2 = 190, отже максимум було
завдано 190 потиличникiв. З iншого боку, за умовою задачi, кожен з учнiв завдав щонайменше
10 потиличникiв, а отже їхня мiнiмальна кiлькiсть - 10 ∗ 20 = 200. Ця суперечнiсть завершує
доведення.

7.4 Сторони чотирикутника ABCD мають такi довжини: AB = 9 , BC = 2 , CD = 14 , DA = 5.
Знайдiть довжину дiагоналi AC, якщо вiдомо, що вона є цiлим числом. Обгрунтуйте Вашу
вiдповiдь.

Вiдповiдь: 10. Запишемо для трикутника ABC нерiвнiсть трикутника: AB +BC > AC, отже
AC < 11. Запишемо нерiвнiсть трикутника i для трикутника CDA: CA + AD > CD, отже
AC + 5 > 14, тому AC > 9. Виходить, що єдине цiле значення для AC, яке воно може досягати -
10.

7.5 На дошцi записанi 2024 числа x1, x2, ..., x2024. Ярослав та Мирося грають в гру, що складається
з рiвно 2024 крокiв. На кожному кроцi, Ярослав обирає довiльне число (необов’язково цiле), та
вiднiмає це число вiд записаних чисел на дошцi. Пiсля цього Мирося замiсть кожного числа на
дошцi записує його модуль. По завершенню гри (пiсля 2024 крокiв) Ярослав сплачує Миросi суму
всiх записаних чисел в гривнях. Для заданого набору чисел, яку найменшу суму може сплатити
Ярослав? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 0. Зауважимо, що якщо на певному ходi на дошцi записано два числа xi та xj ,
Ярослав може зробити їх протилежними за значеннями, якщо вiднiме вiд них їхнє середнє ари-
фметичне xi+xj

2 , пiсля чого Мирося зробить їх однаковими за значенням (оскiльки вiзьме мо-
дуль). Отже, кожного ходу Ярославовi вдасться зробити однаковi числа. При цьому зауважимо,
що якщо числа вже однаковi, то вони такими залишатимуться до кiнця гри (бо весь час будуть
вiднiматись однаковi числа). Кожного кроку Ярослав додаватиме до купки однакових чисел ще
одне (навiть якщо середнє арифметичне не є цiлим числом) i зрештою пiсля 2023 ходiв усi числа
будуть однаковi, а тому, 2024-им ходом Ярослав вiднiме це число i на дошцi будуть записанi
тiльки нулi.
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