
ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
26 сiчня – 27 сiчня 2013 року, м.Львiв

7 клас
1. У хлопчика є два рiзних пiсочних годинника на 7 хвилин i 11 хвилин.
Йому потрiбно зварити на снiданок куряче яйце, яке вариться 10 хвилин.
Як вiдмiряти цей промiжок часу за допомогою цих пiсочних годинникiв?
Розв’язок. Назвемо пiсочнi годинники: на 7 хв. — першим, а на 11 хв. —
другим. Якщо пiсочнi годинники "запустити" одночасно, то через 7 хв.
у першому годиннику завершиться вiдлiк часу, а у другого залишиться
ще 4 хв. Якщо у цей момент часу ми знову запустимо перший годинник,
то пiсля того, як другий годинник завершить свiй вiдлiк часу (останнiх
4 хв.), у першого залишиться ще 3 хв. Розпочавши у цей момент часу
варiння курячих яєць, ми через 3 хв знову запустимо перший годинник
i через 7 хв отримаємо потрiбний результат.

2. Скiльки нескоротних дробiв a =
2011

n
, де n — натуральне число, за-

довольняють умову
1

2013
<

2011

n
<

1

2012
?

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. 2010 дробiв. Розв’язок. Перепишемо умову у виглядi

20112 + 2011 = 2011 · 2012 < n < 2011 · 2013 = 20112 + 2011 + 2011.

Звiдси, n = 20112 + 2011 + k, де 1 ≤ k ≤ 2010. Але, 2011 — просте число.
3. Перевiрте, чи число

102013 + 62

18
є натуральним числом. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Так, дане число — натуральне. Розв’язок. Оскiльки сума
цифр числа 102013 + 62 дорiвнює 9, то число 102013 + 62 дiлиться на 9
за ознакою подiльностi на 9. З iншого боку дане число — парне i, отже,
дiлиться на 2.

4. Цифри x, y, z такi, що для чотирицифрових чисел виконується рiвнiсть

xxyy − yyzz + xyzx− yxxz = 2 · x0zz − 2 · y000,

де запис abcd означає чотирицифрове число з цифрами a, b, c, d, напри-
клад, 2345 = 2345. Знайти всi такi значення x, y, z.
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Вiдповiдь. (x, y, z) = {(1, 3, 1), (2, 6, 2), (3, 9, 3)}. Розв’язок. Задана рiв-
нiсть переписується у виглядi

1100x+11y−1100y−11z+1001x+100y+10z−1000y−110x−z = 2000x+22z−2000y,

звiдки отримуємо рiвнiсть 9x − 11y + 24z = 0, звiдси, y — дiлиться на
3, тобто має вигляд y = 3k, 1 ≤ k ≤ 3. Тому рiвнiсть перепишеться
у виглядi 3x − 11k + 8z = 0 ⇐⇒ 11k − 3x = 8z. Оскiльки 11k − 3x ≤
33− 3 = 30, то z ≤ 30

8
= 3, 75 =⇒ z ≤ 3. Остаточно при z = 1 отримуємо

11k − 3x = 8 =⇒ k = 1, x = 1; при z = 2 отримуємо 11k − 3x = 16 =⇒
k = 2, x = 2; при z = 3 отримуємо 11k − 3x = 24 =⇒ k = 3, x = 3.

5. Велосипедист у вiтряну погоду їде спочатку проти вiтру з пункту А
в пункт В, а потiм за вiтром повертається назад. Вiдомо, що при ру-
сi за вiтром швидкiсть велосипедиста зростає на 50 ◦/◦, а проти вiтру
— зменшується на 25 ◦/◦ у порiвняннi з його швидкiстю у безвiтряну
погоду. Чи виявиться час такої поїздки велосипедиста менший за час,
який би вiн витратив на таку ж подорож у безвiтряну погоду? Вiдповiдь
обгрунтувати.
Вiдповiдь. Час руху однаковий. Розв’язок. Нехай швидкiсть велоси-
педиста у безвiтряну погоду x, тодi x + 0, 5x його швидкiсть за вiтром,
а x − 0, 25x — швидкiсть проти вiтру. Нехай s — шлях у кiлометрах,
який проїжджає велосипедист в одному напрямку. Тодi час витрачений
на поїздку у вiтряну погоду

t1 =
s

x− 0, 25x
+

s

x+ 0, 5x
=

6s

3x
=

2s

x
,

а у безвiтряну погоду

t2 =
2s

x
.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
26 сiчня – 27 сiчня 2013 року, м.Львiв

8 клас
1. Розв’язати рiвняння

x3 + 5x2 + 3x = 9.

Вiдповiдь. x ∈ {1;−3}. Розв’язок. Пiсля послiдовних перетворень ма-
ємо

x3 + 5x2 + 3x− 9 = x3 − x2 + 6x2 − 6x+ 9x− 9 =

= x2(x− 1) + 6x(x− 1) + 9(x− 1) = (x− 1)(x2 + 6x+ 9) = (x− 1)(x+ 3)2.

2. Чи iснує трикутник, довжини сторiн якого дорiвнюють a =
√
2012, b =√

2013, c = 0, 012? Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Так, iснує. Розв’язок. Досить перевiрити, чи виконуються
нерiвностi a < b + c, b < a + c, c < a + b. Остання i перша нерiвностi
очевиднi. Тому, досить перевiрити другу нерiвнiсть

√
2013 <

√
2012 + c ⇐⇒ c >

1√
2013 +

√
2012

.

Але,
1√

2013 +
√
2012

<
1

2
√
2012

=
1√
8048

<
1

89
< 0, 012 = c.

3. Знайти всi цiлi значення x, для яких |(2x − 1)(2x − 2013)| — просте
число. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. x ∈ {1, 1006}. Розв’язок.

Оскiльки |(2x−1)(2x−2013)| = |2x−1| · |2x−2013| — просте число, то
один з множникiв дорiвнює одиницi, а iнший — просте число. З рiвностей
2x− 1 = ±1, 2x− 2013 = ±1 знаходимо вiдповiдь.
4. Знайти найбiльше значення параметра a, для якого всi дiйснi значення
x задовольняють нерiвнiсть

−2013 · |x− a|+ a · |a− x| < 1.

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. a = 2013. Розв’язок. Якщо a ≤ 2013, тобто a− 2013 ≤ 0, то
−2013 · |x − a| + a · |a − x| = (a − 2013)|x − a| ≤ 0 < 1, тобто, нерiвнiсть
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виконується для всiх дiйсних значень x. Якщо ж a − 2013 > 0, то для

x = a+
1

a− 2013

−2013 · |x− a|+ a · |a− x| = (a− 2013)|x− a| = 1,

тобто, нерiвнiсть не виконується.
5. Чи iснує опуклий п’ятикутник, довжина однiєї зi сторiн якого до-
рiвнює 1, а довжини всiх його дiагоналей виражаються натуральними
числами? Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Так, iснує. Розв’язок. Побудуємо такий п’ятикутник ABCDF.
Для визначеностi виберемо AB = 1. Тодi вершину D виберемо як тре-
тю вершину рiвнобедреного трикутника ADB з основою AB i бiчни-
ми сторонами AD = BD = 2. Вершину C виберемо як третю вер-
шину рiвнобедреного трикутника DAC з основою CD < 1 i бiчними
сторонами AD = AC = 2. Вершину F виберемо як точку перетину
кiл з центрами у точках B i C вiдповiдно радiуса 2. Тодi дiагоналi
AD = BD = AC = CF = BF = 2.

c⃝ I. Й. Гуран, В. В. Бабенко, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
26 сiчня – 27 сiчня 2013 року, м.Львiв

9 клас
1. Розв’язати рiвняння

x3 + 7x2 + 8x = 16.

Вiдповiдь. x ∈ {1;−4}. Розв’язок. Пiсля послiдовних перетворень ма-
ємо

x3 + 7x2 + 8x− 16 = x3 − x2 + 8x2 − 8x+ 16x− 16 =

= x2(x− 1) + 8x(x− 1) + 16(x− 1) = (x− 1)(x2 + 8x+ 16) = (x− 1)(x+ 4)2.

2. Нехай a, b — катети прямокутного трикутника, а c — його гiпотенуза.
Довести, що

a3 + b3 < c3.

Розв’язок. Оскiльки a < c i b < c, то a3 < a2c i b3 < b2c. Додавши двi
останнi нерiвностi отримаємо

a3 + b3 < a2c+ b2c = (a2 + b2)c = c3.

3. Для яких натуральних значень n число
10n+1 + 44

36
натуральне. Вiд-

повiдь обгрунтувати.
Розв’язок. Сума цифр числа 10n+1 + 44 для будь-якого натурального
значення n дорiвнює 9, тому за ознакою подiльностi на 9 воно дiлиться
на 9. З iншого боку двi останнi цифри даного числа складають число 44,
яке дiлиться на 4. Тому, за ознакою подiльностi на 4 число 10n+1 + 44
дiлиться на 4.

4. Визначити всi значення параметра a, при яких рiвняння

|2x− 1|+ (2a+ 1)
√
x− a− 1 = 0

має непорожню множину розв’язкiв. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Для a ∈ R. Розв’язок. Якщо пiдставити у рiвняння x = 1

4
,

то рiвняння перетворюється у тотожну за a рiвнiсть, тобто для кожного
дiйсного значення a задане рiвняння має корiнь x = 1

4
, i тому множина

його розв’язкiв — непорожня.
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5. Середньою лiнiєю чотирикутника називається вiдрiзок, що сполучає
середини протилежних сторiн. Довести, що для того щоб дiагоналi чо-
тирикутника були взаємно перпендикулярними необхiдно i досить, щоб
довжини середнiх лiнiй чотирикутника дорiвнювали одна однiй.
Розв’язок. Нехай ABCD заданий чотирикутник, точки M,N,E, F, вiд-
повiдно, середини сторiн AB,CD,BC,AD, тодi EF, MN — середнi лiнiї.
Чотирикутник MENF — паралелограм, бо його сторони паралельнi до
дiагоналей AC,BD; середнi лiнiї EF, MN є дiагоналями MENF. Отже,
перпендикулярнiсть AC i BD рiвносильна до того, що MENF — пря-
мокутник. Останнє ж є рiвносильним до того, що у довжини дiагоналей
паралелограма MENF однаковi EF = MN.

c⃝ А. О. Куриляк, В. В. Бабенко, О. Б. Скаскiв

6



ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
26 сiчня – 27 сiчня 2013 року, м.Львiв

10 клас
1. Розв’язати нерiвнiсть

x2 − 2013 · x− 2012− 2013

x
+

1

x2
< 0.

Вiдповiдь. x ∈ (1007−
√
1006 · 1008, 1007 +

√
1006 · 1008).

Розв’язок.

x2 +
1

x2
− 2013

(
x+

1

x

)
−2012 < 0,

(
x+

1

x

)2

−2− 2013
(
x+

1

x

)
−2012 < 0.

Нехай t = x+ 1
x
. Тодi t2 − 2013t− 2014 < 0 i −1 < t < 2014. Тобто,{

x+ 1
x
> −1,

x+ 1
x
< 2014,

⇐⇒

{
x > 0,

x ∈ (−∞, 0)
∪
(1007−

√
1006 · 1008, 1007 +

√
1006 · 1008),

⇐⇒ x ∈ (1007−
√
1006 · 1008, 1007 +

√
1006 · 1008).

2. Яке число бiльше 1 · 2 · 3 · · · 2012 · 2013 чи 10072013 ? Вiдповiдь обгрун-
тувати.
Вiдповiдь. Друге число бiльше. Розв’язок. Зауважимо, що (n− k)k =
nk − k2 = −(k − n

2
)2 + (n

2
)2 ≤ (n

2
)2. Тому,

1 · 2 · 3 · · · 2012 · 2013 = 1007(1 · 2013)(2 · 2012) · (3 · 2011) · · · (1006 · 1008) ≤

≤ 1007 ·
(2014

2

)1006·2
= 10072013.

3. У трапецiю вписано коло, точка дотику якого до однiєї з бiчних сторiн
дiлить її на вiдрiзки довжиною n i m, n ̸= m. Обчислити довжини основ
трапецiї, якщо її периметр P = 4(n+m).
Вiдповiдь. Довжини основ (a, b) ∈ {(2m, 2n), (n + m,n + m)}. Розв’я-
зок. Не зменшуючи загальностi вважаємо, що n > m. Нехай у трапе-
цiї ABCD : K,L — точки дотику кола до бiчних сторiн CD,AB вiдпо-
вiдно; M,N — точки дотику кола до основ BC,AD вiдповiдно; CK =
m,KD = n; BL = x,AL = y; CC1 = h,BB1 = h — висоти трапецiї, про-
веденi з вiдповiдних вершин верхньої основи на нижню основу. Маємо
CM = CK = m, KD = C1D = n, BL = BM = x, AL = AN = y (як
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попарнi дотичнi проведенi до кола з однiєї точки). Тодi з прямокутних
трикутникiв CC1D i BB1A маємо

h2 = (n+m)2 − (n−m)2 = 4nm, h2 = (x+ y)2 − (y − x)2 = 4xy.

Тому, xy = nm. Периметр трапецiї дорiвнює P = 2(x + y) + 2(n +m) =

4(n+m), звiдки x+ y = n+m. Розв’язуючи систему

{
xy = nm,

x+ y = n+m
,

отримуємо вiдповiдь.
4. Розв’язати рiвняння

x2 − 1 + |x+ 1|
|x|(x− 2)

= 2.

Вiдповiдь. x=5.
5. Знайти всi пари чисел (x, y) таких, що{

x+ y +
√
x2 − y2 = 12,

y
√
x2 − y2 = 12.

Вiдповiдь. (5;3), (5;4). Розв’язок. З другої системи рiвняння отрима-
ємо

√
x2 − y2 = 12

y
i пiдставимо в перше рiвняння x + y + 12

y
= 12, x =

−y2+12y−12
y

. Тодi

y2(x2 − y2) = 144, y2
((−y2 + 12y − 12

y

)2

−y2
)
= 144.

Пiсля спрощень отримуємо y(y2−7y+12) = 0 ⇐⇒ y1 = 3, y2 = 4. Звiдки
за формулою x = −y2+12y−12

y
отримаємо x1 = x2 = 5. Зробивши перевiрку,

одержимо, що (5;3), (5;4) є шуканиими розв’язками системи.

c⃝ О. Б. Куриляк, В. В. Бабенко, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
26 сiчня – 27 сiчня 2013 року, м.Львiв

11 клас
1. Розв’язати рiвняння

2x
√
3− x = x2 + 3.

Вiдповiдь. Розв’язкiв нема.
Розв’язок. Перепишемо рiвняння

2
√
3− x = x+

3

x
.

Зрозумiло, що ОДЗ рiвняння 0 ≤ x ≤ 3, i, тому, x+ 3
x
≥ 2

√
3, 2

√
3− x ≤

2
√
3. Але, 2

√
3− x < 2

√
3 для x > 0.

2. Нехай a, b — катети прямокутного трикутника, а c — його гiпотенуза.
Довести, що

c3√
2
≤ a3 + b3 < c3.

Розв’язок. Оскiльки a < c i b < c, то a3 < a2c i b3 < b2c. Додавши двi
останнi нерiвностi отримаємо

a3 + b3 < a2c+ b2c = (a2 + b2)c = c3.

Далi, нехай
φ(x) = x3 + (c2 − x2)3/2.

Дослiджуючи цю функцiю на екстремум на промiжку [0, c], послiдовно
маємо

φ′(x) = 0 ⇐⇒ x = x0 =
c√
2
,

φ(0) = φ(c) = c3 =⇒ φ(x0) =
c3√
2
= min{φ(x) : x ∈ [0, c]}.

3. Нехай an ≥ 0 для всiх 1 ≤ n ≤ 2013 i

a1 + a2
√
a2 + a3 3

√
a3 + a4 4

√
a4 + . . .+ a2013 2013

√
a2013 ≤ 1.

Довести, що a1 + a2 + a3 + . . .+ a2013 < 3.
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Розв’язок. Позначимо k = 2013, N1 = {n : n
√
an ≤ 0, 5, n ≤ k}, N2 =

{n : n
√
an > 0, 5, n ≤ k}. Для n ∈ N1 маємо an ≤ 2−n, тому

a1+a2+a3+. . .+ak ≤ a1+
∑
n∈N1

an+
∑
n∈N2

an n
√
an

n
√
an

≤
k∑

n=1

2−n+2(a1+
k∑

k=1

an n
√
an) ≤

≤ 2−11− 2−k

1− 2−1
+ 2 = 3− 2−k < 3.

4. Довести, що нерiвнiсть

x√
2y2 + 3

+
y√

2x2 + 3
≤

√
2012

2013

виконується для всiх x, y ∈ [0, 1].
Розв’язок. Припустимо, що 0 ≤ x ≤ y ≤ 1 (випадок 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
розглядається подiбно). У цьому випадку досить довести, що

x+ 1√
2x2 + 3

≤
√

2012

2013
⇐⇒ (x2 + 2x+ 1) · 2013 ≤ 2012 · (2x2 + 3) ⇐⇒

f(x)
def
= (2 · 2012− 2013)x2 − 2 · 2013x+ 3 · 2012− 2013 ≥ 0.

Вершина цiєї параболи у точцi

x0 =
2013

2 · 2012− 2013
=

2013

2011
> 1.

Тому функцiя y = f(x) — спадна на [0, 1] i, отже, для всiх x ∈ [0, 1]

f(x) ≥ f(1) = 2·2012−2013−2·2013+3·2012−2013 = 5·2012−4·2013 = 2008 > 0.

5. Чи iснує опуклий шестикутника, одна зi сторiн якого має довжину 1,
а довжини всiх його дiагоналей — натуральнi числа? Вiдповiдь обгрун-
тувати.
Вiдповiдь. Нi, не iснує. Розв’язок. Мiркуючи вiд супротивного припу-
стимо, що такий шестикутник iснує. Дiагоналi, що сполучають сторону
довжиною 1 з протилежними вершинами повиннi бути однаковими (як
цiлочисельнi довжини, рiзниця яких менша за 1), причому таких пар є не
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менше, нiж двi. Тому одна з вершин многокутника (вершина рiвнобедре-
ного трикутника, утвореного цiєю стороною i парою менших дiагоналей)
лежатиме всерединi рiвнобедренного трикутника, утвореного цiєю сторо-
ною i двома бiльшими з двох пар дiагоналями, що суперечить опуклостi
многокутника.
6. В залежностi вiд параметра a розв’язати рiвняння

sin(
5

3
π cos(πx)) + cos(

5

3
π cos(πx)) = a.

Вiдповiдь. Див. Розв’язок.
Розв’язок.

Оскiльки задане рiвняння рiвносильне до рiвняння

√
2 sin(

5

3
π cos(πx) +

π

4
) = a,

то рiвняння має розв’язки при |a| ≤
√
2 i немає розв’язкiв при |a| >

√
2.

Отже, з останнього рiвняння при |a| ≤
√
2 отримуємо

cos(πx) = −0, 15 + (−1)n
3

5π
arcsin

a√
2
+

3

5
n n ∈ Z.

Звiдки:

• при n = 0, оскiльки −0, 15 + 3
5π

arcsin a√
2
∈ [−1, 1],

x1 = ± 1

π
arccos(−0, 15 +

3

5π
arcsin

a√
2
) + 2k, k ∈ Z;

• при n = 1, оскiльки 0, 45− 3
5π

arcsin a√
2
∈ [−1, 1],

x2 = ± 1

π
arccos(0, 45− 3

5π
arcsin

a√
2
) + 2k, k ∈ Z;

• при n = −1, оскiльки −0, 75− 3
5π

arcsin a√
2
∈ [−1, 1] ⇐⇒ −1 ≤ a√

2
≤

sin 5π
12

=

√
2+

√
3

2
, то для таких a

x3 = ± 1

π
(π − arccos(0, 75 +

3

5π
arcsin

a√
2
)) + 2k, k ∈ Z;
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• при n = 2, оскiльки −0, 15 + 1, 2 + 3
5π

arcsin a√
2
∈ [−1, 1] ⇐⇒ −1 ≤

a√
2
≤ − sin π

12
= −

√
2−

√
3

2
, то для таких a

x4 = ± 1

π
arccos(1, 05 +

3

5π
arcsin

a√
2
) + 2k, k ∈ Z;

• при n = −2, оскiльки −0, 15 − 1, 2 + 3
5π

arcsin a√
2

∈ [−1, 1] ⇐⇒√
2+

√
3

2
≤ a√

2
≤ 1, то для таких a

x5 = ± 1

π
(π − arccos(1, 35− 3

5π
arcsin

a√
2
)) + 2k, k ∈ Z.

c⃝ I. Й. Гуран, В. В. Бабенко, О.Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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